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The concept of a locally trivial extension of a transformation space (G, A’) by a 
G-module A in a suitable category of topological spaces with superstructure 
(discrete, differential, algebraic, ._) is introduced. This extends the notion of 
topologically locally trivial group extensions. Then, using group and equivariant 
Ccch cohomology, a general cohomology theory for these extensions is developed. 
This can be used. for instance, to study their functorial or their reduction proper- 
ties. This theory will be applied, in another paper, to obtain cohomological descrip- 
tions of the varieties of pure spinors and of the spin groups. :c 1988 Academic Press. 
Inc 
11 est bien connu que I’ttude de certaines categories de fibrts A + w+ X, 
est like a la theorie de la cohomologie. Gtntralement, on fixe la fibre A et 
la base X, puis on trouve un complexe convenable pour lcquel: 
(1) Tous les lib& de la categoric peuvent &re construits a partir 
d’un cocyclc d’ordre p, cc qui pcrmct de les d&rim cxplicitement. 
(2) Deux fibres sont equivalents en un sens a preciser, si et seulement 
si les cocycles correspondants different d’un cobord. Par quotient, on 
obtient une bijection entre le pieme groupe de cohomologie du complexe et 
lcs classes d’tquivalcnce de ccs fib&. La classification de ces derniers se 
ram&e done a la connaissance des elements d’un groupe. 
La cattgorie des fibrts principaux de base X et de groupe structural A, 
associte au premier groupe de cohomologie de Tech de X, et celle des 
extensions d’un groupe X par un X-module A, associie au second groupe 
de cohomologie de X, fournissent des exemples classiques d’unc telle 
demarche (voir par exemple, [2], [3] et [4]). 
Dans ce qui suit, on en fournit une nouvelle illustration. Dam les sec- 
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tions 2 et 3, nous donnons un sens a la notion d’extension localement 
triviale dun espace de transformation (G, X), ou G est un groupe agissant 
sur A’, par un G-module A dans le cadre d’une categoric ?Z d’espaces 
topologiques a superstructure (differentielle, analytique, algebrique), 
introduite prealablement dans la section 1. Dans la section 4, nous mon- 
trons qu’une telle extension peut etre d&rite, modulo la connaissance des 
structures de (G, X), par un cocycle d’ordre 1 d’un complexe non classique 
(theoreme 4.5). Plus loin (corollaire 5.2) on constate que les classes 
d’equivalence d’extensions sont en bijection avec le premier groupe de 
cohomologie de ce complexe. Pour cela, on combine cohomologie des 
groupes et cohomologie de Tech Cquivariante. Les cocycles ainsi obtenus 
sont des fonctions continues, plus precisement des V-morphismes, de type 
homogene. 11s ont 6 arguments dont 3 font intervenir la cohomologie de 
Tech et les 3 autres la cohomologie des groupes. 
Le formalisme ainsi developpc permet un maniement commode de 
ces extensions. I1 met en evidence leurs proprietes fonctorielles 
(proposition 5.1). 11 permet de reduire, en un sens a preciser, certaines d’en- 
tre elles a des extensions par un sous-G-module A0 de A (proposition 5.7). 
Les extensions de l’espace de transformation obtenu en faisant agir un 
groupe G sur lui-m&me, coincident avec les extensions localement riviales 
de G au sens habitue1 en theorie des groupes. Dans ce contexte, on retrouve 
(voir 5.5) les resultats utilists par Cathelineau dans [ 1, section 21 pour 
ttudier l’homomorphisme de Chern Weil. On sait par ailleurs (voir 
[S], [lo]) que lorsque % est la categoric des espaces topologiques 
localement compacts a base denombrable d’ouverts, les extensions de 
groupes peuvent etre associces a des cocycles bortliens homogenes a 3 
arguments. Nos cocycles sont, a certains points de vue, plus compliquts. 
Cependant, ils permettent de connaitre immediatement la structure 
topologique (differentielle, algebrique) des extensions qu’ils decrivent. 
L’espace de transformation de base itant de nouveau quelconque, on 
constate que l’intervention de la cohomologie de Tech n’est pas necessaire 
pour certaines extensions qui peuvent &tre d&rites par un cocycle 
homogene a 3 arguments, ce qui en simplilie l’etude. C’est le cas, par exem- 
ple, des extensions de groupes discrets. Le revetement universe1 de la 
grassmannienne des plans lagrangiens orient& qu’on peut associer a 
l’indice de Maslov en fournit un autre exemple (voir [ 5, 1.91). La 
proposition 5.4 fournit des criteres pour savoir si une extension est de ce 
type. De telles extensions sont etudiees par Tilgner dans [9] dans le cas od 
A n’est pas necessairement commutatif, et par le present auteur dans [7, 
section 21. 
Dans la section 6, on ttudie le cas oh %’ est la categoric des k-varietes 
algibriques (k etant un corps quelconque). C’est dans son cadre que scra 
don& le principal exemple d’application de la theorie. Les references 
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111 -161 de la bibliographie finale sont destinees a illustrer cette dcrniere 
section tandis que les dix premieres concernent le reste de l’expost. 
Cet article est suivi d’un autre, dans lequel l’aspect descriptif du present 
formalisme (point 1) est utilise pour donner, dans le cadre des varietes 
k-algebriques, une description cohomologique des groupes de Clifford, de 
leur action sur les varietes de spineurs purs et de leur reduction: groupes de 
Clifford rtduits ou groupes spinoriels. Faute de place, nous ne fournirons 
pas d’autres exemples d’application, bien qu’ils soient nombreux. Signalons 
a ce propos que l’etude et la classification des extensions des espaces 
symetriques classiques par Z, R, @ ou % est un probleme ouvert et, 
compte-tenu des nombreux resultats connus sur le sujet, probablement 
facile. 
Les resultats qui suivent ont ete annonces dans [6]. 
1. LA CAT~GORIE V DE RBFBRENCE 
1.1. Le formalisme que nous dtveloppons s’applique aux categories 
V pour lesquelles on peut introduire les notions de tibres principaux et de 
cohomologie de Tech et Ctablir des liens entre elles, en particulier aux 
categories des espaces discrets, des espaces topologiques, des varittes dif- 
fcrentiables, analytiques, complexes, algebriques sur un corps K algebri- 
quement clos et, a condition d’alourdir les &on&s, des S-schtmas. Ces 
categories possedent un produit, et certaines proprietes de restriction et de 
recollement. En premiere lecture, on pourra supposer que V est la categoric 
des espaces topologiques et passer directement a la section suivante. 
Alin de preciser les axiomes verifies par %‘, nous introduisons une famille 
2 d’ensembles, telle que 
(1) JEW, J’zJ-J’E~. 
(2) Pour J, J’ dans %, le produit ensembliste de J par J’ appartient 
a&. 
Nous associons a f, la sous-categoric .!T des espaces topologiques X tels 
we 
(3) On peut extraire de toute famille d’ouverts ( Uk)kEK qui recouvre 
un ouvert U de X, une sous-famille indexee par JE f qui possbde la m&me 
proprittt. 
On pourra, par exemple, supposer que .T est la categoric des espaces 
topologiques (resp. des espaces topologiques a base denombrable d’ouverts, 
resp. des espaces topologiques noetheriens). 
On’se donne une sous-categoric %? de la cattgorie des couples (X, cx) oh 
X est un objet de .T et (fix un faisceau (appele faisceau structural) d’an- 
GROUPES DE TRANSFORMATION 329 
neaux de K-fonctions (i.e., de fonctions a valeurs dans un anneau K) de 
base X. Les W-morphismes de (A’, Q) dans (X’, Q) sont les applications 
cp: X-t X’ telles que pour tout ouvert U de X et tout f~ O,.(U), 
fo cp E Gx( cp - ‘( U)). On suppose de plus que 
(4) Si X= UkaK Uk ou les Li, sont des ouverts de XE Oh(F), alors 
un faisceau (X, fix) d’anneaux de K-fonctions sur X est un V-objet si et 
settlement si les faisceaux restrictions ( Uk, O,,) sont des %-objets. 
(5) 11 existe un objet (S, $) de ‘3 (ntcessairement unique A 
isomorphisme pres) tel que card S = 1 et que l’application X -+ S soit, pour 
tout %-objet (X, fix), un G9-morphisme de (X, &) sur (S, &). On l’appelle 
morphisme structural de (X, c?,). 
Notant que k = 0.y(S) est un sous-anneau de K, on voit que (X, ox) est 
en fait un faisceau de k-algbbres de K-fonctions de base X. 
(6) La categoric V posdde un produit note x . 
(7) Soient les %-objets (X, Gx) et (Y, &). Soit (Xx Y, Gx”xx ,,) leur 
V-produit. L’application canonique de Xx Y dans le produit ensembliste de 
X par Y est une bijection. 
Dans la suite, un V-objet sera gentralement note X au lieu de (X, ox). 
On pose X, = Mor(S, X). On identifie X, a un sous-ensemble de X (le sous- 
ensemble des points rationnels) par la correspondance  -+ e(S). Notons 
G X,.X la k-alglbre des germes de fonctions en XE X. On a 
X, = {x E X 1 f(x) E k, pour tout fe fix .~ ). Une application constante d’un 
V-objet Y dans X dont l’image est un element x de X, est un V-morphisme. 
Nous dirons que le q-objet Y est un sous-objet du V-objet X si Y est un 
sous-espace topologique de X et si, en tout point y de Y, l’ensemble k,,! 
coincide avec l’ensemble des restrictions A Y des elements de (?y,F. Dans ce 
cas, une application du V-objet Z dans Y est un V-morphisme si et 
seulement si, c’est un V-morphisme de Z dans X. 
1.2. Les hypotheses (1) A (7) sont restrictives. Elles pourraient Ctre 
affaiblies. On pourrait supposer que %’ est la catigorie image dune 
categoric a de faisceaux d’ensembles (X, fix) avec X E Oh(F), par un 
foncteur covariant representable associe a un objet repesentatif quelconque 
(S, cl,) de a. On imposerait alors que la categoric V soit stable par restric- 
tion et par recollement (generalisation du (5) ci-dessus) et qu’elle possede 
un produit. Le (7) serait abandonnt. Dans ce cas, X, ne se realiserait plus 
comme un sous-ensemble de X. Tout ceci nous permettrait de faire entrer 
les S-schemas dans le cadre de notre etude. Cependant, notre formalisme 
serait alourdi, ce qui risquerait den masquer les idees principales. 
La categoric des espaces topologiques munie du produit usuel est 
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trivialement isomorphe a une cattgorie ?Z du type precedent. Les objets X 
de W sont tels que CX est le faisceau des fonctions nulles. Nous repoussons a 
la section 6, la presentation d’un autre exemple d’une telle categoric. 
2. LES G-FIBR~ PRINCIPAUX DANS LA CAT~GORIE 97 
2.1. Dans tout ce qui suit, on appelle objet (resp. morphisme) un 
objet (resp. un morph&me) d’une categoric V donnee verifiant les axiomes 
( 1) a (7) de 1.1. On pourra, pour fixer les idles, supposer en premiere lec- 
ture que V est la categoric des espaces topologiques, en notant que dans ce 
cas, pour tout objet X, X, = A’. On posera x” = Xx Xx . . . x X (n fois). 
Nous entendons par groupe, un objet dont l’ensemble sous-jacent est 
muni d’une structure de groupe abstrait, de telle sorte que la composition 
et l’inversion sont respectivement des morphismes de G x G dans G et de G 
dans G et que l’element neutre Ed G,. On definit de m&me la notion de 
morphisme de groupes (dans 5%‘). Un sous-groupe de G est un sous-objet de 
G stable par la composition et par l’inversion. Pour Cviter les ambiguites, 
les groupes ordinaires sont appeles groupes abstraits. 
Un espace de transformation (G, X) (dans U) est la donnee dun groupe 
G, agissant sur un objet X de telle sorte que l’application (g, x) F+ gx de 
G x X sur X soit un morphisme. Un morphisme d’espaces de transfor- 
mation (rp’, cp): (G, X) + (G’, xl) est la donnee d’un morphisme q: A’+ X 
et dun morphisme de groupes cp’: G + G’ tels que cp’(g) q(x) = cp(gx) sur 
G x X. Un sous-espace de transformation de (G, X) est la donnee d’un sous- 
groupe de G puis d’un sous-objet de X stable sous l’action de ce sous- 
groupe. L’espace de transformation obtenu en faisant agir G sur lui-m&me 
par l’action naturelle g, g’ -+ gg’ sera encore note G. 
L’espace de transformation (G, A) est dit &tre un G-module si A est un 
groupe commutatif et si g(a + a’) = ga + ga’ sur G x A x A. 
Desormais X, G, (G, X) et 0 dtsigneront respectivement un objet, un 
groupe d’tlement neutre e, un espace de transformation et un point tixe de 
X, consider& comme origine. De meme, A designera un groupe d’tlement 
neutre 0, dont on note d&s a present additivement la loi de composition et 
l’action sur les espaces de transformation (nous preciserons quand 
l’hypothese de commutativite devient necessaire). 
2.2. On dit que (3, rc, A’, A) (ou simplement 2) est un fibrt prin- 
cipal (dans %T) d’espace total $ de projection TL, de base X et de groupe 
structural A si (A, 8) est un espace de transformation, et si rr est un 
morphisme de w dans X veritiant 7c(u + x”) = z(T) sur A x 2 On suppose de 
plus que tout point de X est contenu dans un ouvert (dit de trivialisation) 
U de A’, associe a un morphisme CT{) : U + 8 (appele section au-dessus de 
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I;)telque~ca,=Zd,etquelemorphisme8,,:(a,x)~a+a.(x)deAxU 
dans K ‘( U) soit un isomorphisme. 
On dit, de plus, que (z, rc, X, A) est un G-fibre principal (dans V) si 
(G, A), (G, 2) et (G, X) sont des espaces de transformation tels que 
g(u+u’)=gu+ga’ sur G x A x A (on dit alors que G agit par 
automorphismes ur A), g(a + 2) = gu + gz sur G x A x R et rr( gz) = gn(z) 
sur G x y. 
On dit que les (G)-librb principaux (f, rc, X, A) et (.I?, z’, X’, A) sont 
equivalents par l’isomorphisme 9: w+ p si ~‘3 ~(2) = n(i) sur x, 
~(a + 2) = a + q(z) sur A x 2 et (eventuellement) q(gl) = gq(i) sur G x F. 
On dit alors que q est une equivalence. 
2.3. Etant donnts un objet Z, un ouvert U de Ix X et i E Z, on note 
Ui l’image rtciproque de U par l’application x + (i, x) de X dans Ix X. Si 
i E I,, Ui est un ouvert de X. Lorsque les Ui (i E I,) recouvrent X, on dit 
qu’on a un recouvrement % = (U,),, , indict par Z, qui admet U comme 
ouvert de definition dans Ix X. On dit aussi que U est l’ouvert des elements 
(i, x) de Z x X tels que x E Ui. Lorsque de plus, (G, X) et (G, I) sont des 
expaces de transformation et que U est invariant par l’action naturelle de G 
sur Ix X, on dit que % est un G-recouvrement. 
Lorsque Z = S (avec card S = 1 comme dans le (5) de 1.1 ), l’action Cven- 
tuelle de G sur S est necessairement triviale et U est isomorphe a X. On 
obtient alors le (G)-recouvrement trivial g?& = (X). 
Un systeme (Cquivariant) de sections ~7 relativement a % pour le (G)- 
fibre principal 8 est un morphisme c (i, x) + a,(x) de U dans 8 tel que 
n c a,(x) = x et que (eventuellement) go,(x) = oxi sur G x U. 
2.4. PROPOSITIOK. Pour tout (G)-fibrP 2 de base X, il existe un systeme 
(Pquicariunt) de sections relutivement ri un certain G-recouvrement 9%. 
Preuve. Nous prouvons la proposition dans deux cas particuliers. Le 
resultat general s’en deduirait. Dans le premier cas, on suppose que 8 est 
seulement un fibre principal. On se place dans le contexte et les notations 
de 1.1. On peut trouver une famille d’ouverts de trivialisation ( U,),, J, 
associb a des sections a,,, qui recouvrent X de telle sorte que .Z E f. Si 
(Xj)j.J est une famille d’objets, on designe par UjfJ Xj l’objet construit par 
union disjointe en utilisant le (4) de 1.1. On munit J de la topologie dis- 
crete puis d’une structure d’objet notee Z de telle sorte que chaque element j 
de J en tant qu’ouvert de Z soit muni dune structure d’objet Sj isomorphe a 
SetqueZ=Ui,,S,.OnadoncZ,=J.OnvoitqueZxX=(Uj~JSj)xX= 
ujeJ (S, x X) = UjeJ X, od les X, sont des ouverts disjoints de Z x X 
isomorphes a X. Identifiant chaque Uj a un ouvert de X,, on d&it l’ouvert 
U = lJjeJ lJj de Ix X puis le morphisme u: U + % tel que la restriction de CT 
a chacun des U, coincide avec a,,,. 
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Dans le second cas, on suppose que 8 est un G-lib& principal et qu’il 
existe une section globale 6, de X dans %. On choisit Z= G, U = G x X. On 
delinit CT par a,(x) =ga,(g-‘x) sur G x X. 
Dans le premier cas (resp. le second), CT delinit un systeme (resp. un 
systeme Cquivariant) de sections pour le recouvrement (resp. le 
G-recouvrement) @ de X admettant U comme ouvert de definition. 1 
2.5. Dans le contexte ci-dessus, on a un unique morphisme 
c:(i, i’, x) + cri(x) delini sur l’ouvert des elements x E Ui n Vi, de Z* x X et a 
valeurs dans A, qui veritie CJX) + oi(x) = ~Jx). On dit que c est un 
systeme (Cquivariant) de fonctions de transition relativement a S; nous 
entendons par la que 
(i) ciS,Jx) + cCi(x) = cJx) sur l’ouvert des elements x E Ui n U, n 
Ui., de Z3 x A’. 
(ii) (eventuellement), gc,,,(x) = c,C,,i(gx) sur l’ouvert des elements 
x E Ui n Ui.. 
Inversement, en utilisant les proprietes (1) a (7) de 1.1, on voit qu’etant 
donne un systbme (equivariant) quelconque de fonctions de transition c 
relativement au (G)-recouvrement %! de X, il existe un (G-) fibre principal 
2, unique a equivalence prb, et une famille (pi)i.l, d’isomorphismes de 
A x Ui dans rc ‘(Vi) tels que, sur A x Vi, no bi(a, x) =x et que sur 
A x ( Ui n Up), /?,T 1 B~(cz, X) = (a + Ci’i(X), x). 
L’action Cventuelle de G sur .!? est telle que, pour i, i’ E Z,, on a sur un 
ouvert convenable de G x A x X, 
‘EtPi(4 -xl = PA@ + C,i,imh gx). 
Les systemes (equivariants) de fonctions de transition c et c’ relativement 
a % sont dits &tre equivalents s’il existe un morphisme n, a valeurs dans A, 
defini sur l’ouvert des elements de Ix X tels que x E Ui et qui verilie, sur des 
ouverts convenables, les relations 
&(x) = q(x) + Cfi(X) -n,(x) 
avec eventuellement 
En adaptant les rtsultats classiques, on v&lie que les constructions 
prectdentes mettent en bijection les classes d’tquivalence de systbme 
(tquivariant) de fonctions de transition relativement a 4 et les classes 
d’equivalence de (G-) tibres principaux qui possedent un systeme 
(Cquivariant) de sections relativement a %. 
GROUPES DE TRANSFORMATION 333 
2.6. PROPOSITION. Soient les groupes A et A’ (sur lesquels G agit even- 
tuellement par automorphismes), cp: A --) A’ un morphisme de groupes tel que 
(Pventuellement) cp(ga)=gcp(a) sur Gx A, et (~Tc, X, A) un (G)-fihre 
principal. 
(1) II existe un (C)-fit& principal (%‘, x’, X, A’) et un morphisme, 
qu’on note encore CP, de 8 dans y tel que TC = IT’ 0 cp sur f, cp(a + .T) = 
cp(a) + cp(.E) sur A x p et que (Pventuellement) rp(gZ) =gcp(X) sur G x .%? 
(2) Si (w”, 7c”, X, A”) associe a cp’: 2-x” est un second f&P 
verifiant ces proprietes, alors XI et gll sont canoniquement equivalents: on a 
une equivalence unique n: WI -+ x,I telle que n(q3(Z)) = cp’(.F) sur F. 
Preuve. (1) Soit c un systeme (equivariant) de fonctions de transition 
pour f relativement a un (G-) recouvrement @. On detinit 81 comme le 
(G-) tibre admettant cp(c) pour systeme de fonctions de transition de telle 
sorte que cp(~)~,(x) = cp(c,,(x)), on definit alors le morphisme CJJ: w-+ p par 
cP(Bi(a, Xl) = Bi(da), Xl. 
Le (2) se verifie de facon analogue. 1 
On dit que le morphisme cp: s -+ .%?’ est un morphisme de fibrts prin- 
cipaux associe a cp: A + A’. On note cp.,.(z) la classe d’equivalence de WI. 
2.7. Si A est commutatif et si cp est l’automorphisme a+ -a de A, 
on designe par (x-, TV’, X, A) un element de q,(x). On pose 1 = cp(.?) 
sur f. Par ailleurs, si (x, ‘it, X, A) et (81, rc’, X’, A) sont des fib& prin- 
cipaux, il en est de m&me de (2 x WI, 7c x rc’, Xx X’, A x A). Definissons 
maintenant cp: A x A + A par p(a, a’) = aa’. On note (2 El -8?, rt !Z rr’, 
Xx X’, A) un Clement (appelt produit tensoriel exttrieur de 8 et de p), de 
cp,(Wx WI). Sur Wx 81, on pose .? W K’ = cp(.?, 2’). 
3. EXTENSIONS D'FSPACFS DE TRANSFORMATION 
3.1. On dit que l’espace de transformation (6, 8) est une extension 
(dans %) de l’espace de transformation (G, X) par A, si G et 8 sont munis 
dune structure de fibrt principal: (G, TC’, G, A) et (x, 71, X, A) et si 
(1) (z’, 7~) est un morphisme d’espaces de transformation de (G, 2) 
sur (G, X). 
(2) (a+g)g’=a+gg’sur AxcxC?. 
(3) (a+g)Z=a+gZ sur Axc?x%. 
Par exemple, un groupe topologique G est une extension localement 
triviale du groupe G par A, si et seulement si, l’espace de transformation 
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topologique associe est une extension par A de G agissant sur lui-meme 
suivant notre. terminologie. 
Deux extensions (6, w) et (G’, R) de (G, X) par A sont dites equivalen- 
tes s’il existe un isomorphisme d’espace de transformation de I’une sur 
l’autre tel que q (resp. 9’) definisse une equivalence entre les tibres prin- 
cipaux B et F (resp. Get G’). 
Lorsque A est commutatif, on verilie qu’on peut munir (G, A) d’une uni- 
que structure de G-module de telle sorte que pour g = TC’( g), 
~(a+~‘)=ga+g~’ sur C?X A xc? 
g(a+q=ga+gl sur Gx A xf. 
(3.1.1) 
3.2. Dtsormais, (G, A) designe toujours un G-module fixe. Soit 
9(G, X, A) la famille des extensions de l’espace de transformation (G, A’) 
par A qui vtrifient (3.1.1). Si (G, 2) E .F(G, X, A), on a une action naturelle 
de G sur 8 X w caracterisee par la formule 
g(Z Es1 2’) = (jg) ixl gi.?’ avec g = n’(g) 
de telle sorte que (2 &I $ rc a n, X2, A) est de facon naturelle un 
G-tibre principal. 
Dtsormais, % dtsignera toujours un G-recouvrement de X2 indice par Z 
et admettant U comme ouvert de definition dans Ix X2. Soit F(G, %‘, A) la 
classe des elements de F(G, X, A) pour lesquels il existe un systeme 
equivariant de sections relativement a % pour le G-fibrt x- !Xl 2. Desor- 
mais, (G, w) designera toujours un Clement de F(G, %!‘, A), e” l’element 
neutre de G et 6 un element de zr tel que z(d) = 0. On conviendra de plus 
que dans toutes les formules et dans tous les bnonces dans lesquels g et g 
(resp. x et 2) apparaissent simultanement, on a z’( 2) = g et ~$2) = x. 
On dit que le morphisme s: (i, 1, 2’) -+ s,($ R’), dttini sur I’ouvert des 
elements (i, 1, 2’) de Ix z2 tels que (x, x’) E Ui, a valeurs dans A, est une 
fonction de Maslov relativement a % pour (G, 8) si on a 
(i) gs,(X, 2’) = SJ @, @‘) 
(3.2.1) 
(ii) s,(T, a + 2’) = a + s,(l, a’). 
Pour l’origine de cette terminologie, voir [9, 73. 
Relativement a @, la donnee d’une fonction de Maslov s pour (c’, 8) est 
Cquivalente a celle d’un systbme Cquivariant de sections c pour le G-fibre 
8- EXI x Les deux concepts sont lies par la formule 
s,(2, 2’) + rJi(X, x’) = I - q 2’. (3.2.2) 
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Desormais, (G, y, s) designe toujours un Clement de la famille 
J?(G, @, A) des triplets ainsi obtenus. On dit que (G, f, s) et (G’, 81, s’) 
sont equivalents dans (W(G, %, A) si on a une equivalence d’extensions 
(q’, q) de l’un sur l’autre telle que s((q(l), ~(3)) = s,(& 3). 
On pose ,‘F(G, X, A)=,F(G, 3&,, A) et d(G, X, A)=b(G, $Yo, A), (a0 est 
le G-recouvrement trivial de X2). On note F(G, X, A), F(G, %!, A), 
F(G, X, A), E(G, ‘2, A) et E(G, X, A) les ensembles des classes 
d’equivalence de .F(G, X, A), .F(G, %, A), .F(G, X, A), 8(G, $, A) et 
b(G, X, A). 
4. COHOMOLOGIE DFS ESPACES DE TRANSFORMATION 
4.1. Soient (G, Y) un espace de transformation et y“ = ( Vi)re I un 
G-recouvrement de Y. On dit qu’un morphisme c: (i,, . . . . i,y, y) + c,. i,( y), 
dtfini sur l’ouvert G-invariant des elements de I’ ’ ’ x Y tels que y E nk V, 
(0 <k < s), a valeurs dans A, est une cochaine d’ordre s relativement a V- 
(pour la cohomologie de Tech equivariante), si on a pour tout g de G, 
Soit C(G, Y, y-, A) le groupe abstrait des cochaines d’ordre s et 
(C”(G, Y, V, A),. %) le complexe correspondant muni de la differentielle d 
detinie par 
(&)i”...l~+,(y)= c (-l)kCio...i~...i,.!(4’). 
O<k<.st 1 
Dans le cas od Y = ,I’” * ’ (n E k,), on pose C?(G, Y-, A) = 
C”(G, A”‘+ ‘, “I’, A) et on note .?,“(G, “I’, A), b”(G, 3’, A) et p,J(G, $“‘, A) 
le groupe des s-cocycles, des s-cobords et le sieme groupe de cohomologie 
du complexe correspondant. D’apres 2.5, Z?,‘(G, %, A) est en bijection 
avec l’ensemble des classes d’equivalence de G-fib& principaux de base X2 
qui admettent un systeme quivariant de sections relativement a %!L. 
Pour tout n E N + 1, on va associer a % un G-recouvrement d” ‘d& de 
r+‘. Tout d’abord, soit P(q + 1, n + 1) l’ensemble des applications stric- 
tement croissantes de (0, 1, . . . . q) dans (0, 1, . . . . n}. Par exemple, si 
bEP(2,n+l), on a h=(h(O),h(l)) avec O<b(O)<h(l)<n. Posons 
d”- ‘I= ZP(*.” + I) = I”‘” + I)‘*. A tout Clement h E P(2, n + 1) correspond un 
morphisme de projection i + i(h(O), h( 1)) de d” ‘I dans I. On detinit le 
G-recouvrement d”- ‘& de x” ’ ‘, indice par d” ‘Z dent l’ouvert de 
definition dans d” ‘Ix 3’” + ’ est formt par les elements (i; .x0, . . . . x,) tels 
que (-Qo,, xbclJ E Ui(h(0),h(l)) pour tout b E PC& n + 1). 
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Alin de munir (C”~“(G, 6- ‘Q, A)),, N + , dune structure de complexe de 
groupes abstraits de differentielle d, on associe a in d’l et a 
zk l P(n -I- 1, n + 2) (0 <k < n + 2) tel que Im rk = (0, 1, . . . . k, . . . . n + 1 }, 
l’element <i E d” - ‘I defmi par <i(p, y) = i(r&), z,Jq)) pour 0 6 ,V < q G n. 
Soit m E C”,“(G, 6 ‘9, A), on delinit dm E Cn+l*S(G, d”4, A) par 
(dm),...,(x,,...,x,+,)= C (-f)kmrkiO...rki,(.~O,...,-~k,...,.~,+,) 
O<k<n i-1 
sur l’ouvert des elements (i,,, . . . . i,; x0, . . . . x,, i) de (d”Z)“+ ’ x x” + * tels que 
(X,(O), X/l(l) 1 E Uio(h(0),h(l)) n ‘. ’ n ui.~(b(O,~(l~~~ Vh E P(2, n + 2). 
On obtient le bicomplexe 







C’-‘(G, a, A) d C**‘(G, da, A) 2 
I d I 
d 
C’,‘(G, 42, A) d 
Le complexe ( Cn*‘( G, d” - %Po , A )), F N + , est canoniquement isomorphe 
au complexe note (C”(G, X, A)),, N + i qui a pour cochaines d’ordre n les 
morphismes m de X” + i dans A tels que m( gxo, . . . . gx,) = gm(x,, . . . . x,) sur 
G x P+ ’ et dont la differentielle st don&e par 
dWo, . . . . -G + 1 )=C(-l)km(xo ,..., ik ,..., x,+~). 
k 
On note Z”(G, d” ‘%‘, A), B”(G, d”- ?a!, A) et H”(G, d”- ‘S!‘, A) (resp. 
Z”( G, X, A), B”( G, X, A) et H”(G, X, A)) les groupes des n-cocycles, des 
n-cobords et le nieme groupe de cohomologie du complexe 
(C”*‘(G, d” -‘*, A)),,eN+, (rev. (C”(G, X A)LcN). 
4.2. En particulier, un element de Z*(G, da, A) est un morphisme 
m: (401 ), 412), 402); ~0, ~1, ~2) + mi(ol)i(lz) i(o2)(xo, ~1, ~2) defini sur 
l’ouvert G-invariant des elements de dZx X3 = Z3 x X3 tels que 
(x0, X,)E Ui(oi), (x,, X*)E Ui(i2) et (x0, x2) E Ui(ozJ, a valeurs dans A. 11 
vtrilie les relations 
(4 m,i(oi),Ri(l2),gi(02) ( x g 0, gXl> @*I =Pi(oi) i(12) i(o2) (x0, x19 x2) 
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(b) dm. r(01 ) i(W) i(O3) i(l2) i( 13) i(23) (x0, Xl 9 .x2, x3) 
= mi(l2);(23)i(13)(X1, X2, X3)-mi(02)i(23)i(03)(Xor -x2, X3) 
+ mi(ol)i(13)i(03)lX09 Xi, X3)-~i(oi)i(l2);(02)(~~01 Xi9 X2)=0 
sur l’ouvert des tlkments de d2Z x X4 tels que (x,, xy) E UiCPqj, 0 <p < q < 3. 
La condition m = dn E B2(G, d%!, A) signifie que 
4.3. Soit (c, $ s) E a( G, %, A). On lui associe l’blkment 
m = #(G, 2, s) de Z’( G, d%, A) d&hi par 
mioili2(Xo9 X1 7 X2) = -sio(zO, 2,) -si,(21, 22) +s,,(io, 22). (4.3.1) 
Soit c le systbme tquivariant de fonctions de transition nature1 
relativement g % pour le G-fibrC principal .%? El f, d&i par 
CJXO, Xl) = -si&), a,) + si(80, a,). (4.3.2) 
On a drn = dc. Autrement dit 
mi6ijiiCXo7 Xi T X2) - m~;,i2(Xo, X1, X2) 
= cibio(x09 x1) + ciii,(xl, x2) -cj~i*(Xo~ X2). 
DCsormais, on dtsigne par %!(0)=(U(O)i)ia, (resp. u&!(O)*= 
(U(O)*),,,) le recouvrement de X (resp. de G) d&i par 
u(o)i= {XEXI (0, X)E UJ 
U(o),*={g~Gl (O,gO)eUi}. 
On a un systhme de sections o(O) (resp. a(O)*) relativement au 
recouvrement %(O) (resp. d&(O)*) pour le fib& principal 2 (resp. G), dCfhi 
par 
2 = .Q(d, a) + o(O),(x) 
s: = s@, go, + a(O)*(g). 
(4.3.3) 
Le systkme de fonctions de transition c(0) (resp. c(O)*) associk g o(O) 
(resp. a(O)*) est caracthist: par la formule 
c( O)fi(X) = cjy( 0, x); resp. c( O)Tj( g) = ciPi( 0, go). (4.3.4) 
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Comme dam 2.5, on lui associe la famille d’isomorphismes ([j,),,I, (resp. 
(flOi,,,) de A x U(0)i (resp. Ax U(O),*) dam n-‘(U(O),) (resp. 
n’ ‘(U(O)*)). On pose 
(a, i, x) = Pi(a, x) et (4 i, 8) = /%x4 g). (4.3.5) 
On a pour ZETV’(U(O)~) et #Err-‘(U(O):) 
f = (si(d, R), i, x) et &? = (si(a7 $?a), i, 9). (4.3.6) 
4.4. LEMME. Soient i, i’, i” des elements fixes de I,. Sur des ouverts 
convenahlement d&finis, on a les formules 
(a) (a, i, g)(a’, i’, g’) = (a +ga’ + mi,,F,ij(O, go, gg’O), i”, gg’). 
(b) Z= ( -miii(O, 0, 0), i, e). 
(c) (a, i, g)(a’, i’, x) = (a +ga’ + m,,,,,..(O, go, gx), i”, gx). 
(d) si((a, i, x), (a’, i’, x’)) = u’ -a - miy,.(O, x, x’). 
Preuve. Prouvons le (d) par exemple. 11 dtcoule de la formule 
si.(& 2’) = si’( a,?‘) - si( d,1) - m,,.,J 0, x, x’). 1 
4.5. TH~OR~ME. L’application 4 de E(G, @, A) duns Z’(G, dq, A) definie 
par (4.3.1) est une bijection. 
Preuve. Jusqu’a la fin de la demonstration, on convient que les lettres 
indictes y et i designent des elements fixes de A’, et de 1,. Pour prouver I’in- 
jectiviti de 4, on remarque que la connaissance de m implique celle de c car 
d’apres (4.3.2), lorsque (ib, 0 i ; x0, xi) d&-it un ouvert convenable de 
1*xX2, on a 
La structure de Iibre principal de x et de G est fixte par la connaissance 
de c(0) et de c(O)* grace aux formules (4.3.4). La loi de composition de G 
et son action sur 8 sont alors determinCes par le lemme 4.4. Pour prouver 
la surjectivite de 4, on utilise le 
4.6. LEMME. L’homomorphisme de groupes abstraits d, de Z’s’(G, Q, A) 
duns z**‘(G, &, A) n Ker d, obtenu par restriction ci p’,‘(G, @, A) de 
d: C’,‘(G, ok, A) + C2-‘(G, d$, A) est un isomorphisme. Par consequent, on a 
un unique homomorphisme de groupes ahstraits 8 de Z*(G, de, A) duns 
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%‘(G, %, A) trl que drn = de(m), ou de fagon iquivalente, tel que le 
diagramme ci-dessous commute 
Cl-‘(G, 42, A) d Z*(G, de, A) d 0 
dl / “I 
i’,‘(G, 42, A) --% 2’3’(G, d42, A) n Ker d 
d I 
Preuve. Prouvons l’injectivittt de d,. Soit c~~‘~‘(G, %%, A) tel que 
dc = 0. Lorsque (i(Ol)‘, i(O1); x0, x,) dkcrit un ouvert convenable de 
I* x X2, on a 
ci(Ol)‘i(Ol)(xO~ xl )- c .I 02)j(02)(-xO~ Y2) + cj(12)~(12)(xl~ Y2) = O’ ( 
Comme & = 0, les derniers termes de 1’CgalitC sont nuls et c = 0. 
Prouvons la surjectivith de do. Soit t E i*,‘(G, d&, A) tel que dt = 0. Lors- 
que (i(13), i(13)‘, , Y,, x3) dtcrit un ouvert convenable de Z* x X2, on a 
dt- ~(Ol)j(O2)j(O3)j(l2)i(l3)‘~(23),j(Ol)j(O2)~(O3)j(12)i(l3)j(23) (v ~~L,y*,-~3)=0. . 01 
En utilisant cette formule ainsi que d’autres obtenues de faGon identique 
et le fait que dt = 0, on obtient sur des ouverts convenables 
tj(Ol)i(13)~(03),j(Ol)i(13)j(03) YO9 ( Xl 9 -x3) 
= - tj(12)j(23)i(13)‘,j(12)j(23)i(13) b 17 Y2? x3) 
=ti(13)>(34)j(14).i(13)j(34)1(14) bl,X3>Y4). 
On a done un Ckment c de .??,‘(G, %, A) qui vkrilie sur un ouvert 
convenable 
On a alors successivement 
dt- r(Ol)‘~(O2)‘i(O3)i(l2)j(l3)j(*3),i(0l)i(02)j(03)i( l*)j( 13 )j(23) (x0, -Xl 9 X?,Y3) = 0 
ti(Ol )‘I(l*)‘i(02)‘,i(Ol)i( 12)i(O2) b Xl-y21 03 
= ci(Ol )‘i(Ol ) txO? xl I+ Ci(12)‘r(12)(Xl 9 x2) - ci(O*)‘i(02)(x0, x2). 
Ceci prouve le lemme. Donnons-nous m E Z2(G, d%, A) et c = 0(m). 
Soit maintenant c(0) (resp. c(O)*) le systkme de fonctions de transition 
relativement A “u(0) (resp. e(O)*) dktermini: par les formules (4.3.4). 
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Soient 8 (resp. c?) les tibres principaux correspondants. Des calculs longs 
mais saris surprises permettent de verifier que les for-mules du lemme 4.4 
munissent (G, 8) d’une structure d’extension de (G, X) par A avec s pour 
fonction de Maslov, de telle sorte que (G, $ s) E E(G, 32, A) et que 
qqG, iI?, s) =m. 1 
4.7. On peut decrire cohomologiquement l’extension c de G 
par A a l’aide d’un cocycle m’ du type precedent relativement a un 
G-recouvrement ,%’ = (U;),, L de G* tel que l’action de G sur L soit triviale. 
Pour cela, on choisit L = Ix A’, et on pose successivement 
U’={(I,g,g’)ELxG2 1 .!=(i,x), (gi,gx,g’x)EU} 
u;=((gdkG*I kx,g’xkQi) avec I= (i, x). 
On a une fonction de Maslov s’ pour G relativement a W don&e par 
s;( g, g’) = Sgi( 22, 2’2). 
Posant m’ = fj(G, s’), on a 
5. PROPRIBT~S FONCTORIELLE~ ET LIMIT= INDUCTIVES 
On continue a supposer que (G, 2, s) est un element de B(G, 92, A) 
associe a m E Z2(G, d92, A). Soit cp: A + A’ un morphisme de G-modules. 
On d&nit l’element cp(m) de Z*(G, &, A’) tel que (p(m)ioi,i2(x0, x1, x2) = 
(p(miOi,i2(x0, x_,, x2)). On dit que le morphisme d’espaces de transformation 
(cp’, cp): (G, X) + (G’, y) est un morphisme d’extensions associe a 
cp:A+A’si cp:w+p et (P’:c?-+~‘, sont des morphismes de tibrts prin- 
cipaux. Deux tels morphismes (40;) CJJ I ) et (cp;, (p2) sont dits equivalents si 
cp; = cp; et s’il existe UE A: tel que (~~(2.) = a + q,(Z). 
5.1. PROPOSITION. Soit (c’, WI, s’) E c?(G, 4?!‘, A’), auec m’ = d(G’, p’, s’). 
L’ensemhle (vide en gt&ral) des classes d’kquivalence des morphismes 
d’extension (cp’, cp) de (G, 2) dans (G’, p) assock d! cp: A + A’ est en bijec- 
tion avec respace affine attache au groupe abstrait Z’(G, 92, A’) des &ments 
n de C’(G, 42, A’) tels que dn = m’ - cp(m). Cette bijection est caractkriske 
par la formule 
ni(XO, xl)= -sj(cP(20)? cP(fl)) + cP(si(iO, a*))’ (51.1) 
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Preuve. 11 est clair que (51.1) permet de dtlinir une application injec- 
tive (cp’, cp) + n veritiant les conditions de la proposition. Montrons qu’elle 
est surjective. Soit n tel que dn = m’ - cp(m). Les formules (4.3.3) a (4.3.6) 
permettent d’tcrire tout element 2 E 3 et go i: sous la forme (a, i, X) et 
(a, i, g). En choisissant un element 0’ de y qui se projette en 0 sur X et en 
appliquant les m&mes conventions, on peut aussi tcrire les elements de p 
et de G’ sous la forme (a’, i, x) et (a’, i, g). En utilisant les resultats de la 
section 4, en particulier le lemme 4.4, on verifie qu’on a un morphisme 
d’extensions (cp’, cp) de (G, 2) dans (G’, ??) donne par 
#(a, i, g) = (V(a) - ni(O, go), i, g 
da, i, x) = (q(a) - 40, x), i, -xl. I 
(51.2) 
Choisissant A’ = A et cp = IdA, on voit que (G’, 2’) et (G, 8) sont 
equivalents dans 9(G, %!‘, A) si et seulement si m’ - m E B*(G, d%!, A). D’oti 
le 
5.2. COROLLAIRE. La hijection 1,4 de E(G, %, A) dans Z*(G, da, A) induit 
par quotient une bijection (notke encore 4) de F(G, 49, A) dans H’(G, de, A). 
5.3. Soient maintenant deux G-recouvrements !%“” indice par I”” 
(p = 1, 2) d’un espace de transformation (G, Y), admettant U(p) pour 
ouvert de definition dans Z”” x Y. On dit que &(” est plus tin que %‘*’ par 
un morphisme p: Z(l) + I(‘) tel que p(gi) =gp(i) sur G x Z(l), si on a 
(p x Zd,)(U”‘) E U’*‘. La famille des G-recouvrements est filtrante a droite: 
si %“) et a(2) sont quelconques, le G-recouvrement 02~~) indice par 
Zc3) = Z(i) x Z(*) et admettant Uc3) ci-dessous comme ouvert de definition est 
plus tin que %(I) et %(*’ par les projections de Zc3’ sur Z(l) et sur I(‘) > 
Uc3’ = {(i,, i2; y) E I’“’ x Y 1 (i,, y) E U(I), (i2, y) E U”‘). 
Nous supposons maintenant que @ est plus fin que le G-recouvrement 
W de X2. Pour tout n de kJ, d”% est alors plus tin que d”W. On a des injec- 
tions de restriction, notees R, de F(G, W, A) dans F(G, 92, A). De meme, 
on a par restriction, des homomorphismes de groupes abstraits (encore 
notes R) de C”vS(G, d” %!’ A) dans Cn~S(G, d”- ‘42, A) dtfinis par 
R(c);= c,(~). Si on choisit W =‘a,, on voit que 
Im{ R: C”(G, X, A) -+ C”*‘( G, d” ‘92, A)} =inv’(G, d’- ‘@, A) (5.3.1) 
Les homomorphismes R ainsi obtenus qui conmutent avec d et d respec- 
tent toutes les familles de groupes indexes par % construites plus haut. 11s 
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induisent des homomorphismes de groupes, systematiquement otes R. On 
a par exemple, 
H2(G, X, A) -& H’(G, da’, A) --% H*( G, do!, A ) R-, H*( G, X, A ) 
= lim ind H2( G, d&, A ). 
4/ 
La bijection naturelle 4 de F(G, %, A) sur H2(G, do&, A) induit par limite 
inductive une bijection de F(G, X, A) sur H*(G, A’, A) toujours notee 4. On 
a le diagramme commutatif ci-dessous pour lequel les fleches horizontales 
(resp. verticales ) sont des bijections (resp. des injections) 











5.4. PROPOSITION. (1) Soit (G, 2, s) E E(G, %, A) auec m = &f.?, 2, s); 
les conditions suivantes sont iquivalentes: 
(i) le G-fib& principul 8 E 2 possPde une section G-invariante 
glohale au-dessus de X2 (autrement dit, (G, 8) E R(F(G, X, A)). 
(ii) b(G, w) E R(H*(G, X, A)). 
(iii) O(m) E &‘(G, a, A) (0 u cte d@ni dans le lemme 4.6). 
(2) Pour que ces conditions soient rtaliskes, il est nkessaire (et lorsque 
%? est la categoric des espaces discrets, suffisant) que pour tout 2 E G et tout 
1, E X, p = 1,2, les PgalitPs gTl, = ap + Z’p entrainent que a, = a,. 
(3) Lorsque W est la catigorie des espaces discrets 
R(F(G, A))= F(G, A). 
Preuve. (1) L’tquivalence de (i) et de (ii) decoule du diagramme 
ci-dessus. Montrons que (i) o (iii), on voit que (G, 8) E R(F(G, X, A)) si et 
seulement si, il existe une fonction de Maslov s’, avec m’ = &G, f, s’) tel 
que dm’ = 0. D’apres la proposition 5.1 et (5.3.1), cela est possible si et 
seulement si, il existe n E C’(G, %‘, A) verifiant d(m -dn) = 0. D’apres le 
lemme 4.6, cela revient a dire que de(m) = d&z, puis que 0(m)= 
& E b’,‘(G, 6&, A). 
Le (2) et le (3) sont dimontris dans [7, proposition 2.51. 1 
5.5. Supposons provisoirement que $9 soit la cattgorie des varietes 
differentiables. Nous nous interessons aux extensions G du groupe de Lie 
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G. Soit V un ouvert contractile de G. Choisissons I= G muni de la 
topologie discrete et supposons l’action de G sur I triviale. Posons 
U’= {(i, g,g’)EIxG2 1 g--‘g/i ‘E V}. 
On voit que U’ est l’ouvert de definition dun G-recouvrement W de G’. 
Pour toute extension G de G et tout i E I, on a une section (TV dans i? au- 
dessus de I/i. On d&it la fonction de Maslov s’ pour G relativement a 4’ 
par 
s: (‘e,J?‘)+a,(g ‘g’)=g 18’ 
de telle sorte que (G, s’) E E(G, do&!‘, A). On deduit de ces remarques que 
R(H*(G, d6ary A)) = H*(G, A). Ces resultats sont une simple reformulation 
de ceux de Cathelineau [ 1, section 21. 
5.6. On se donne maintenant les G-modules A,, A et A, et un 
morphisme de G-modules cp: A -+ A,, tel que (A, cp, A,, A,) soit un G-fibrt 
principal d’espace total A, de projection cp, de base A, et de groupe struc- 
tural A,,. L’homomorphisme injectif nature1 1: a,, t+ a, + 0 de A, dans A 
permet d’identifier A, au sous-groupe l(A,) de A. On a la suite exacte de 
G-modules 
O-rA,+A+A,-,O. 
Soient (G,,, 8,) un element de F(G, X, A,) et (I’, 1): (Go, fO) -+ (G, 8) 
un morphisme d’extension associe a z: A, -+ A. Du fait que pour tout objet 
U, z(A,) x U est un sous-objet de A x U, on deduit que (I’, I) permet d’iden- 
titier (G,, p,,) a son image (z’(G,), ~(2”)) qui est un sous-espace de trans- 
formation de (G, 8). 
On dira done que le sous-espace de transformation (Go, w,) de ((7,8) 
est une reduction de (G, 8) par z, si (G,,, fO) E .F(G, X, A,) et si l’injection 
canonique (I’, z) de (Go, fO) dans (G, w) est un morphisme d’extension 
associt a z: A, + A. 
5.7. PROPOSITION. On a une hijection naturelle (G,, 8,) +-+ n de l’ensem- 
ble (vide en g&t+al) des rtductions de (G, %) par z: A, -+ A, telles que 
0 E gO, dans I’espace affine attach6 au groupe Z’(G, 42, A,) des Sments n 
de C’(G, 92, A,) vkrifiant dn = cp(m), de telle sorte que 
Go = {(a, 6 g) E 2: I da) = -ni(O, go)} 




Preuve. Notons (G,, %,,s,) un Clement de b(G, %, A,) tel que 
&c,, 8,) sl) = q(m). On a un morphisme d’extensions nature1 
(cp’, cp): (8,8)-+(Gi,8,) associe A cp:A -+A,, donnt par (5.1.1) en 
prenant n = 0. Soit maintenant un G-recouvrement Q’ de X2 plus fin que %. 
D’aprb ce qui precede et la proposition 5.1, la donnte d’un element 
(G,, fO, sO) de &(G, W, A,) tel que (Go, zO) soit une reduction de (t?, w) 
par 1, est equivalente a celle d’un couple (m,, p) avec m, E Z’(G, d%‘, A,), 
~EC’(G,W, A) et dp=m-m,. 
Lorsque ces conditions sont realistes, on va voir que (G,, 2”) est dtlini 
par les formules (5.7.1) en prenant n = q(p): le morphisme (cp’ c I’, cp 0 I) de 
(G,, fO) dans (G, , w, ) est associt par la proposition 5.1 a un Clement n de 
C’(G, 42, A,) tel que q(m)-cp(m,)= cp(m)=dn. On verifie que n=cp(p) 
puis, en utilisant (5.1.2), que cp’(c:,) (resp. cp(zO)) est forme par les 
elements de G1 (resp. R,) qui s’tcrivent sous la forme ( -n,(O, go), i, g) 
(resp. ( -n,(O, x), i, x)). On deduit alors (5.7.1) du fait que G, = 
q’ ‘[cp’(G,)] (resp. To= cp ‘[I]). Tout ceci montre l’injectivid de 
l’application (G,, fO) --) n. 
Pour verifier sa surjectivite, il suflit de constater que si n E C’(G, %, A,) 
avec q(m) = dn, il existe un recouvrement W plus fin que @!‘, 
m, E Z2(G, W, A,) et p E C’(G, W, A,) tels que m - m, = dp et q(p) = n. 
Pour le voir, on se donne un systeme tquivariant de sections cr’ dans le 
G-libre A, relativement A un G-recouvrement Y^ de A, indice par J. On 
considere le morphisme (j, i, x, x’) -+ (j, n,(x, x’)) de Jx U dans Jx A, et 
on note U’ l’ouvert de (J x I) x X2 obtenu en prenant l’image reciproque 
par ce morphisme de l’ouvert de definition de 9’- dans J x A,. 
On voit que U’ est l’ouvert de definition dun G-recouvrement W de X2 
indice par J x Z et plus tin que U. On pose pcji,(.x, x’) = aJn,(x x’)). Par 
construction q(p) = n et cp(m - dp) = 0, done m - dp E Z2(G, W, A,) 
comme prevu. 1 
6. LA CATBGGRIE '3 DES k-VARI~TBS ALG~BRIQUES 
6.1. Soient K un corps algtbriquement clos, k un sous-corps de K. 
Le but de cette section est d’introduite la categoric des k-varittts algebri- 
que sur K qui verifie les axiomes (1) a (7) de 1.1 et de fournir des regles de 
calcul pratiques permettant de manier ses objets. Elle est isomorphe a une 
sous-categoric des k-schemas. Notre expose est une simple mise au point de 
l’esquisse donnte par Humphreys dans [ 15, section 34.11. 11 se justilie par 
l’absence de reference adaptee a notre point de vue, le formalisme des 
k-schemas ttant trop general pour I’esprit geomttrique de notre approche. 
On pourra cependant consulter [ 11, 131 sur le sujet. Ce qui suit sera utilise 
lorsque nous itudierons, dans I’article suivant, les proprietes algtbriques 
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des varietts de spineurs purs. Nous ne fournissons pas de demonstration, 
mais nous renvoyons a des references contenant des raisonnements 
similaires utilids dans des contextes souvent differents. 
Si A est un k-espace vectoriel (resp. une k-algebre), on convient de poser 
A,= A Qk K. Soient (X, OX) et (X’, C,r) des faisceaux d’anneaux de 
K-fonctions de base X et x’. Nous considererons les applications continues 
cp: X+ X’ telles que pout tout ouvert U de X’ 
Soit M(X) une k-algebre de K-fonctions sur un ensemble X, qui contient 
la fonction constante &gale a 1. A toute partie Y de X, on associe les ideaux 
4(Y) de M(X) et ,a,( Y) de M(X), form& par les fonctions qui s’annulent 
sur Y. Si I est une partie de M(X),, on note $/(I) l’ensemble des zeros 
communs a tous ses elements. 
Lorsque I decrit l’ensemble des ideaux de M(X), les T(I) sont les fermes 
dune topologie pour X. On peut alors associer a M(X) un faisceau (X, cii) 
de k-algebres de K-fonctions sur X de telle sorte que pour tout ouvert U de 
X, les elements de C&(U) soient les fonctions f qui peuvent s’ecrite sous la 
forme f (x) =p(x)/q(x) avec p, q E M(X) sur un voisinage F’ de tout point x 
de U. 11 est clair que M(X) est une sous-algebre de GJX). 
Si M(X’) est une seconde k-algebre de fonctions de ce type, associee au 
faisceau (X, &-) et si cp: X+ x’ est tel que pour tout f E M(X'), f3 cp E 
M(X), alors q verilie (6.1.1). 
6.2. Soit a’ la cattgorie des k-algbbres A a unite qui possedent un 
nombre lini de generateurs et telles que A, soit reduite, i.e., ne possede pas 
d’elements nilpotents. Rappelons en passant que A, est reduite db que A 
lest, lorsque k est un corps parfait, en particulier lorsque k est fini ou de 
caracteristique zero (voir [12, AV. 1191). On associe a A, l’ensemble 
X= Specm A, des ideaux maximaux de A,. D’apres le Nullstellensatz 
faible de Hilbert, pour tout x de X, l’application canonique K -+ A ,Jx est 
un isomorphisme de corps. On peut done associer a FE A, une K-fonction 
F sur X, definie par F(x) = F @ k 1 k (mod x). Le Nullstellensatz de Hilbert 
entraine que la correspondance F w F est injective et que son image est une 
k-algebre M(X) de K-fonctions, isomorphe a A. Par exemple, pour 
A =k[T,, . . . . T,,], on a X= K” et M(X) est l’algebre des fonctions 
polynomiales a coefficients dans k sur K”. 
Soit (X,Q) le faisceau associe a M(X) par la construction ci-dessus. 
Alors, du fait que A est noethtrien, la topologie sous-jacente de X, appelee 
k-topologie de Zariski, est noethtrienne. Par ailleurs une utilisation rep&e 
du Nullstellensatz permet de dtmontrer que M(X) = fix(X) (adapter 
[ 14,11.2.2]). 
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Soit (4: A’ + A)E Mor cX” avec X’= Specm A;. On a une application 
4: X+X’ definie par i(x) =d -l(x) ( voir [16, p. 841). Pour FEA’, on a 
W)(x) = PO i(x), P ar consequent 4 verifie la propriete (6.1.1). Recipro- 
quement, du fait que M(X) = cl,(X), toute application cp: X + x’ qui vtritie 
(6.1.1) s’ecrit sous la forme 4. Les correspondances A H (X, CX) et 4 H 4 
detinissent done un foncteur contravariant bijectif de a’ dans ce qu’on 
appelle la categoric d des k-varietes afftnes, dont les objets sont les espaces 
topologiques X munis d’un faisceau GX de k-algebres de K-fonctions qui 
vtrifient les proprietts ci-dessous, avec M(X) = fiX( X), 
(1) La fonction constante tgale a 1 est un element de M(X), et M(X) 
est de type fini. 
(2) La correspondance x t+jk(x) d&nit une bijection de X dans 
Specm M(X),. 
(3) L’ensemble des fermes de X coincide avec l’ensemble des Y(Z) 
tels que I soit un ideal de M(X). 
(4) Les sections du faisceau sont des K-fonctions qui peuvent s’ecrire 
localement sous la forme d’un quotient d’tlements de M(X). 
Les a-morphismes cp: (X, GX) + (X’, Cy) sont les applications telles que 
fc)q EM(X) des que fe M(X’), ou de facon equivalente, qui vtrifient 
(6.1.1). Par exemple, les applications polynomiales a coefficients dans k 
pour X= K” et X’ = K”’ correspondent aux Gmorphismes. 
La categoric CX v&tie les axiomes (5) a (7) de 1.1. Tout d’abord, le 
a’-morphisme nature1 k -+ A correspond A un a-morphisme structural 
(X, &) + (S, &) avec S = Specm k et 0,JS) = k. Par ailleurs, le produit 
tensoriel est un coproduit pour a’ qui donne un produit x dans a. Enfin, 
l’ensemble sous-jacent a Xx X’ est isomorphe au produit ensembliste de X 
par x’ puisque Specm A, II Hom,(A,, K) et que Hom,((A Ok A’)k, K) 2: 
Hom,(A,, K) x Hom,(Ak, K). On d&it comme dans 1.1 le sous-ensemble 
X, des points rationnels de X. On a 
X, = {x E X If(x) E k, pour toutfE M(X)}. 
En particulier pour X= R, on a XV = k”. 
On dit que le a-objet (Y, ~5~) est une k-sous-variete aftine de (X, c3,) si Y 
est un sous-espace topologique de X et si les restrictions a Y des germes de 
fonctions de fiX engendrent un faisceau qui coincide avec Or. On a alors 
M(X)[ ,, E M(Y). Lorsque Y est ouvert, on dit que c’est un ouvert afline 
de A’. 
Soit f E A E Ob(CZ’) et 4 l’homomorphisme nature1 de A dans I’anneau A, 
des quotients de A par J On demontre (adapter [16, 1.41) que 
4: D(f) = Specm A,, + X = specm A, definit un homeomorphisme de 
D(f) sur l’ouvert des elements x de X tels que f(x) # 0, ce qui permet de 
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les identifier. Dans ces conditions M(I)(f)) est engendrt: par M(X) ID(,) et 
par f-‘. Lorsque f varie, les II(f) forment une base d’ouverts afines 
pour X. 
Ceci permet de construire la cattgorie ‘4? des k-variCt& algkbriques qui 
vCrifie les axiomes (1) g (7) de 1.1 et dont a est une sous-catbgorie. Les 
V-objets sont les espaces topologiques noethtriens X muni d’un faisceau G, 
de k-algbbres de K-fonctions tels que X soit la r&union d’ouverts U affmes, 
c’est A dire tels que U muni du faisceau restriction G, est une k-variCt& 
alline. Par souci de simplicitk, nous n’imposons pas de condition sup- 
plbmentaire d’irrkducibilitk aux %-objets, comme c’est pourtant l’usage 
dans des questions similaires de gCtom&rie algkbrique. On constate 
facilement que V vCrifie les axiomes ( 1) A (5) de 1.1, avec (S, &) comme 
prtddemment, puis on vCrifie que V est une catCgorie A produit (adapter 
[16, 1.201). Soient (X, O,), (X’, S,.) dans Ob(%‘)), px et py les projections 
canoniques de Xx x’ sur X (resp. x’), la structure de (Xx x’, &xxx.) est 
alors caracttrisCe comme suit. Si U (resp. U’) est un ouvert afflne de X 
(resp.X’), V=p,‘(U)npxS1(U’)est un ouvert affmede Xxx’et c.,,,.(V) 
est engendrb par les combinaisons 1inCaires de fonctions de la forme 
(x, x’) -f(x)f’(x’) avec f~ &(U) et ,f’ E &,( U’). 
Soit de nouveau (X, &,)~Ob((/l). On a une bijection ZH Y= V(Z) de 
l’ensemble des idCaux de M(X) tels que ZK soit un idtal radical de M(X), 
dans l’ensemble des k-sous-variCt& afines de (X, Gx) telles que 
M( Y) = M(X) ) ,,. L’application rttciproque est donn6e par Y H I = 9( Y). 
Muni du faisceau Oy, un fermi Y ainsi obtenu est dit &re d&i sur k. On 
obtient tous ses ouverts principaux en prenant les restrictions des ouverts 
principaux de X. Soit Y’ un fermi: dtlini sur k de (xl, G,V) E Oh(a), on 
vtrifie que Y x Y’ est un fermk dbfini sur k de (X x A”, 4uK y). 
6.3. Nous donnons maintenant des rkgles pratiques de 
manipulation des objets et des morphismes de 02 et de %?. Le fait que tout 
a’-objet puisse s’tcrire sous la forme k[ T,, . . . . T,]/Z, entraine que tout 
a-objet peut se rtaliser comme un fermC dtfini sur k de K”. 
Soit maintenant Y (resp. Y’) un ferm6 dCfini sur k de K” (resp. K”‘). Tous 
les ouverts principaux de Y s’kcrivent sous la forme Y,= ZI(f) n Y (avec 
f~ k[ T,, . . . . r,,]), les a-morphismes cp de Y, dans Y’ sont obtenus en 
prenant les restrictions A Y/ des applications ‘p de K” dans K”’ telles que 
cp( Yf) E Y’ et telles qu’il existe une application polynamiale cp’ A coef- 
ficients dans k de R + ’ dans K”’ vCrifiant sur II(f) 
‘p(x, 9 . . . . x,) = cp’(x, 1 . . . . x,,fb, 1 ..., x,) l). 
Tous les ouverts U de Y peuvent s’Ccrire sous la forme d’une Anion 
tinie d’ouverts principaux IJ, Yp. Un %-morphisme de U dans Y’ est une 
application 9 dont les restrictions aux Y,, sent des a-morphismes. 
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Soit X= (J, YP un ensemble recouvert par une rkunion finie de k-variitks 
a&es de telle sorte que les Y, n Y, soient des ouverts de Y, et que I’injec- 
tion canonique de Y, n Y, dans Y, soit un %T-morphisme. Alors on peut 
munir X d’une unique structure de k-variktt algkbrique pour laquelle les Y, 
sont des ouverts afflnes. Une application rp de X dans X’ est un 
9?-morphisme si et seulement si ses restrictions aux Y, sont des 
6Lmorphismes. 
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